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Resumen
En este trabajo se estudia la ecuacio´n unidimensional de Gross-Pitaevskii con un potencial espacialmente
asime´trico y dependiente del tiempo conocido como potencial trinquete. Por medio de me´todos variacionales
se obtienen soluciones multisolito´nicas de la ecuacio´n de Gross-Pitaevskii, en particular, se analizan
colisiones entre solitones y su efecto en el transporte de materia para diferentes para´metros que definen
al potencial. Tambie´n se estudia la capacidad de este potencial para formar mole´culas solito´nicas y las
propiedades de estos estados. Los resultados obtenidos sugieren me´todos de control de solitones brillantes
en condensados de Bose-Einstein.
Palabras Claves: Ecuacio´n de Gross-Pitaevskii, solitones.
Abstract
In this paper we study the one-dimensional Gross-Pitaevskii equation with a time-depend spatially asym-
metric potential known as a ratchet potential. By means of variational methods we obtain multi-soliton
solutions of the Gross-Pitaevskii equation, in particular, we analyze the collisions between solitons for
different parameters that define the potential. Also, we study the capacity of ratchet potentials to synthetize
soliton molecules and the properties of these states. The results suggest methods to control bright solitons
in Bose-Einstein condensates.
Keywords: Gross-Pitaevskii equation, solitons.
1. Introduccio´n
El te´rmino solito´n hace referencia a un pulso localizado descrito por una ecuacio´n diferencial no lineal en la
que te´rminos dispersivos y no lineales se compensan haciendo que el pulso se propague sin distorsio´n [1]. Se han
encontrado solitones en diferentes campos de la fı´sica como la meca´nica de fluidos [2], en la o´ptica no lineal [3],
en superconductividad y sistemas mesosco´picos [4], fı´sica de plasma [5], entre otros campos [2]. Diferentes te´cnicas
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analı´ticas se han desarrollado con el fin de estudiar ecuaciones diferenciales con soluciones solito´nicas [1,6].
Por otra parte, en meca´nica cua´ntica en sistemas mesosco´picos y sistemas con muchas partı´culas surge la ecuacio´n
de Gross-Pitaevskii que describe la dina´mica de un condensado de Bose-Einstein [4,7,8]. Las soluciones de esta
ecuacio´n definen una funcio´n de onda relacionada con la densidad de partı´culas de un condensado de bosones en
un potencial externo [4,8]. En los u´ltimos an˜os se han implementado diferentes sistemas que permiten controlar
condensados de Bose-Einstein en diversos campos y con mu´ltiples aplicaciones [9,10,11,12].
En otro contexto se encuentran los feno´menos de transporte en potenciales que dependen del espacio y que pueden
variar en el tiempo. Un ejemplo de este feno´meno es el efecto trinquete donde se obtiene un flujo de materia en una
direccio´n especı´fica a partir de un potencial perio´dico asime´trico. El efecto trinquete se ha estudiado en campos tan
variados como el estudio del transporte en la ce´lula, motores brownianos, entre otros [13,14,15].
En este trabajo se analizan soluciones solito´nicas de la ecuacio´n de Gross-Pitaevskii con un potencial asime´trico
con el fin de estudiar el efecto trinquete en el transporte de solitones. En la primera parte se realiza una revisio´n en
la que se presenta la ecuacio´n de Gross-Pitaevskii y los resultados obtenidos para el efecto trinquete en un solito´n.
En la segunda parte del trabajo se estudian soluciones de la ecuacio´n Gross-Pitaevskii con mu´ltiples solitones. Los
resultados sugieren que por medio de un potencial asime´trico se pueden construir estados acoplados con caracterı´sticas
de transporte diferentes a lo observado para solitones individuales.
2. Ecuacio´n de Gross-Pitaevskii con un potencial trinquete
En esta seccio´n se presenta a la ecuacio´n de Gross-Pitaevskii (GP), los potenciales trinquete y las caracterı´sticas
que poseen las soluciones solito´nicas en este tipo de potenciales. Para el caso tridimensional la ecuacio´n de Gross-




∇2Ψ(r, t) + V (r, t)Ψ(r, t) + g|Ψ(r, t)|2Ψ(r, t) = i~∂Ψ(r, t)
∂t
. (1)
En esta expresio´n V (r, t) describe a un potencial externo con dependencia espacial y temporal, el para´metro g es
un valor real que permite modular la no linealidad del sistema. La ecuacio´n (1) que es no lineal y que depende
de variables espaciales y temporales se deduce en el contexto de meca´nica cua´ntica de sistemas mesosco´picos con
muchas partı´culas [4] tal como ocurre en la superconductividad y los condensados de Bose-Einstein [4,7]. Por otra
parte, si V = 0 la ecuacio´n (2) se reduce a la ecuacio´n no lineal de Schro¨dinger (NLS) estudiada en meca´nica
cua´ntica en sistemas no lineales [4], y o´ptica no lineal [3]. Se ha demostrado que la ecuacio´n NLS y la ecuacio´n GP
tienen soluciones solito´nicas que son pulsos localizados que se propagan sin distorsio´n debido a la compensacio´n
entre los te´rminos no lineales y dispersivos [1]. En la siguiente parte de este trabajo se estudian las caracterı´sticas
de soluciones multisolito´nicas de la ecuacio´n de Gross-Pitaevskii con un potencial asime´trico que permite controlar
el transporte de materia.









+ |Ψ(x, t)|2Ψ(x, t)− V (x, t)Ψ(x, t) = 0. (2)
En esta ecuacio´n se considera el potencial trinquete dado por [16,17]:
V (x, t) = V0f(t) [cos(x) + cos(2x+ φ)] , (3)
donde f(t) = sin(ωt) + sin(2ωt) y los valores V0, ω, φ son para´metros constantes. Los potenciales trinquete han
sido estudiados ampliamente en la literatura en el contexto del transporte de materia en diversos sistemas [13,14,15].
La importancia de estos potenciales radica en que a partir de la asimetrı´a espacial y temporal se puede obtener una
corriente neta de partı´culas en una direccio´n que depende del taman˜o o masa de las partı´culas de tal manera que
en estos potenciales se puede controlar el transporte de materia [13,14,15]. En la figura 1 se grafica el potencial
trinquete descrito por la ecuacio´n (3), se observa como surge un patro´n de mı´nimos y ma´ximos con una estructura
perio´dica pero no sime´trica con respecto a la inversio´n espacial.
3 Por simplicidad se considera el caso adimensional de la ecuacio´n de Gross-Pitaevskii.
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Figura 1. Potencial trinquete V (x, t) definido por medio de la ecuacio´n (3). Se utilizan los para´metros: V0 = 0.3, φ = pi/2, ω = 10. (a)
Grafica en tres dimensiones. (b) Grafica de densidad, los diferentes colores indican los valores del potencial. En esta representacio´n se observa
como los ma´ximos y mı´nimos del potencial siguen una configuracio´n perio´dica pero no sime´trica con respecto a la inversio´n espacial.
Con el fin de establecer las caracterı´sticas de las soluciones solito´nicas de la ecuacio´n (2) con un potencial trinquete
de la forma (3) se utilizan me´todos variacionales [4]; teniendo en cuenta que la ecuacio´n de Gross-Pitaevskii (2)








∣∣∣∣2 + 12 |Ψ(x, t)|4 − V (x, t)|Ψ(x, t)|2
]
dx. (4)
Se propone una solucio´n de prueba motivada por la forma que tienen las soluciones solito´nicas de la ecuacio´n NLS
que es el caso en el que V = 0, por lo tanto [4,16]:







donde x0(t) es la posicio´n del centro de masa del solito´n y v(t) = dx0/dt. La introduccio´n de (5) en la expresio´n
(4) permite establecer un Hamiltoniano efectivo que define la dina´mica de la variable x0(t). Se obtiene [16,17]:

















Se considera que el potencial es de´bil y en consecuencia no afecta la forma del solito´n durante su movimiento.
De esta manera el problema se reduce a estudiar el movimiento del centro de masa del solito´n como una partı´cula
cla´sica. A partir del Hamiltoniano efectivo (6) se obtiene la ecuacio´n:
dp(t)
dt
= −∂H(x0, p, t)
∂x0(t)
, (8)
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Figura 2. Solucio´n nume´rica de la ecuacio´n (9) que define el movimiento de la posicio´n x0(t) del centro de masa del solito´n dado por (5).
El potencial esta´ definido por los para´metros V0 = 0.3, φ = pi/2, ω = 10. (a) Movimiento oscilatorio obtenido para una partı´cula de masa
N = 2. (b) Movimiento balı´stico para una partı´cula con masa N = 3.
(a) (b)
Figura 3. Dina´mica de un solito´n en un potencial trinquete. Se presenta la gra´fica de densidad de |Ψ(x, t)|2 deducida a partir de la ecuacio´n
(5) y las soluciones nume´ricas obtenidas en la figura 2. (a) Solito´n con un movimiento oscilatorio que en promedio no transporta materia. (b)
Solito´n con una dina´mica balı´stica con transporte neto de materia; en este caso se utilizan condiciones de frontera perio´dicas.
De esta manera, la solucio´n con un solito´n de la ecuacio´n unidimensional (2) se reduce a analizar el comportamiento
de x0(t) de una partı´cula de masa N por medio de me´todos de meca´nica cla´sica, hasta se puede pensar la dina´mica
del sistema como la de una partı´cula descrita por el Hamiltoniano (6). Esta conexio´n es posible debido a que en
la ecuacio´n de Gross-Pitaevskii una solucio´n solito´nica puede interpretarse como una onda descrita por la ecuacio´n
(2) o como un condensado de partı´culas descrito por el Hamiltoniano (4), esta dualidad onda partı´cula en sistemas
mesosco´picos es discutida en detalle en [4].
En la figura 2 se presentan dos tipos de soluciones x0(t) para el centro de masa de un solito´n en un potencial
trinquete. Los valores se obtienen solucionando nume´ricamente la ecuacio´n (9) con el potencial efectivo dado por
(7). En la figura 2 (a) es obtenida una solucio´n oscilatoria que no permite el transporte de materia, por otra parte, en
la figura 2(b) se encuentra un movimiento balı´stico que hace que haya una corriente neta de materia. En la figura 3 se
presentan las correspondientes soluciones de la ecuacio´n de Gross-Pitaevskii unidimensional (2) obtenidas mediante
el me´todo variacional sustituyendo las trayectorias de la figura 2 en la funcio´n de prueba (5); para el caso balı´stico
se utilizan condiciones de frontera perio´dicas.
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Diversas caracterı´sticas del solito´n como su amplitud N , su posicio´n inicial x0(0), su velocidad inicial v(0), ası´ como
los para´metros V0, ω, φ que definen al potencial (3) pueden influir en la obtencio´n de soluciones oscilatorias o
soluciones balı´sticas. Con el fin de estudiar el transporte de materia y su dependencia con diferentes para´metros se







el tiempo T denota un valor de tiempo constante en el que se realiza el promedio temporal. A partir del valor de
v¯, si el solito´n se encuentra oscilando en una regio´n sin un movimiento promedio neto, su velocidad promedio es
aproximadamente cero. Por otra parte, si el solito´n adquiere un movimiento neto preferente en la direccio´n positiva
o negativa, su velocidad promedio es diferente de cero, en estos casos se presenta un desplazamiento del centro de
masa del solito´n.
En la figura 4(a) se grafica la velocidad promedio para un tiempo T >> 1 en funcio´n de la amplitud N del solito´n.
Para cada valor de N se resuelve nume´ricamente la ecuacio´n (9) con las condiciones iniciales x0(0) = 0 y v(0) = 0
y se calcula el valor v¯. Se observa que para los para´metros elegidos se obtiene transporte en la regio´n N > 2, por otra
parte, solitones con amplitudes en el intervalo 0 < N ≤ 2 se mantienen atrapados con un transporte de materia nulo.
En la figura 4(b) se realiza un ana´lisis similar para un solito´n con N = 4 con condiciones iniciales x0(0) = −pi/2 y
v(0) = 0, se grafica la velocidad promedio v¯ como funcio´n de la frecuencia ω del potencial. Se encuentra que para
valores de 0 < ω < 2 la dina´mica del solito´n es susceptible al cambio de frecuencia, por otro lado para ω > 2 los
resultados tienden a estabilizarse en un valor negativo constante; a partir de esto se puede establecer que el transporte
de solitones en un potencial trinquete depende del solito´n ası´ como de los para´metros que definen al potencial.
Otra forma de analizar cualitativamente la dina´mica de un sistema descrito por la ecuacio´n (9) es mediante los
diagramas de Poincare´ [18,19]. Los diagramas de Poincare´ son una versio´n corta de los diagramas de fase, se generan
por los puntos de interseccio´n de las trayectorias en el espacio de fase sobre una superficie plana que es perpendicular
a dichas trayectorias, con estos diagramas es posible caracterizar la dina´mica del sistema. En la figura 4(c) se presenta
la seccio´n de Poincare´ obtenida a partir de la integracio´n nume´rica de (9), cada punto representa la posicio´n y la
velocidad para un tiempo que satisface ωt = 0, 1, 2, . . ., diferentes condiciones iniciales se denotan con diferentes






























































































































































Figura 4. Dina´mica de un solito´n en un potencial trinquete definido por V0 = 0.3, φ = pi/2, ω = 10. Los resultados se obtienen a partir de
la integracio´n nume´rica de (9) y la ecuacio´n (10). (a) v¯ en funcio´n de N para 0 < N ≤ 10, se utilizan las condiciones iniciales x0(0) = 0,
v(0) = 0. (b) v¯ en funcio´n de ω, se analiza un solito´n con amplitud N = 4 y condicio´n inicial v(0) = 0 y x0(0) = −pi/2. (c) Seccio´n
de Poincare´. Se analiza la dina´mica de un solito´n con N = 4 y diversas condiciones iniciales. (d) Velocidad promedio v¯ en funcio´n de la
posicio´n inicial x0(0) para un solito´n con N = 4 y v(0) = 0.
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denotan sectores en los que el movimiento es perio´dico y por lo tanto no conduce al transporte de materia. Por otra
parte, regiones en los que la solucio´n contiene valores de x0 en todo el intervalo analizado, denotan soluciones como
las mostradas en la figura 2(b) en los que el solito´n se mueve en forma balı´stica. En la figura 4(d) se observa el valor
de la velocidad promedio para las trayectorias con v(0) = 0 analizadas en el diagrama de Poincare´ de la figura 4(c).
Se nota como en las regiones perio´dicas la velocidad es nula mientras que en las regiones con transporte v¯ puede
tomar valores positivos o negativos.
3. Soluciones multisolito´nicas
Debido a que la ecuacio´n de Gross-Pitaevskii es una ecuacio´n no lineal tambie´n es importante analizar soluciones
multisolito´nicas [20]. En la seccio´n 2 se presento´ el ana´lisis por me´todos variacionales para obtener la solucio´n de
la ecuacio´n unidimensional de Gross-Pitaevskii (2), el material presentado es una revisio´n de este tema estudiado
en detalle nume´ricamente y por me´todos variacionales en [16,17,21]. En estos trabajos las soluciones con mu´ltiples
solitones son estudiadas nume´ricamente y no se dan caracterı´sticas del transporte para estas configuraciones. En
esta seccio´n se estudia la forma en la que se mueven n solitones en un potencial trinquete por medio de me´todos
variacionales. Con el fin de mantener el mismo formalismo descrito en la seccio´n 2 se asume que el i-e´simo solito´n
es descrito por una funcio´n de prueba de la forma:







en esta expresio´n Ni, x0i(t) y vi(t) describen respectivamente a la amplitud, la posicio´n del centro de masa y la
velocidad de cada uno de los solitones con i = 1, 2, . . . , n. La forma en la que interactu´an los solitones se debe
ver reflejada en cada una de sus trayectorias x0i(t). Adema´s, el principio de superposicio´n no es aplicable debido
al te´rmino |Ψ(x, t)|2Ψ(x, t) en la ecuacio´n (2), el resto de los te´rminos son lineales. Esto motiva a pensar que los
solitones de la ecuacio´n GP y los de la ecuacio´n NLS interactu´an de igual manera. Teniendo en cuenta esta suposicio´n
se utiliza un potencial de interaccio´n entre los solitones i, j dado por [22,23,24]:








donde x0i representa la posicio´n del centro de masa del i-e´simo solito´n de amplitud Ni. A partir del potencial de
interaccio´n, la dina´mica de n solitones en la aproximacio´n de partı´cula cla´sica puede ser estudiada por me´todos
variacionales como un sistema de n partı´culas modeladas por un Hamiltoniano efectivo (13) que describe a cada












V (x0i − x0j). (13)






para i = 1, . . . , n. (14)
A partir de las ecuaciones (14) el me´todo variacional permite obtener la solucio´n multisolito´nica Ψ(x, t) de la











En la expresio´n (15) las soluciones son obtenidas a partir de la suma de las funciones de prueba (11), sin embargo,
al introducir el potencial de interaccio´n en la dina´mica descrita por (14) se producen desfases en las trayectorias de
los solitones haciendo que la solucio´n no sea u´nicamente la superposicio´n de solitones independientes.
En la figura 5 se presenta la solucio´n obtenida para dos solitones. Se resuelve nume´ricamente el sistema de ecuaciones
acopladas dado por (14) y por medio de los resultados obtenidos de evalu´a la expresio´n (15). Las condiciones iniciales
se eligen de tal forma que al ser considerados como solitones individuales una de las partı´culas se mueve de manera
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Figura 5. Solucio´n de la ecuacio´n (2) con un potencial trinquete definido por V0 = 0.3, ω = 10, φ = pi/2. Se obtiene Ψ(x, t) mediante
(15) y la solucio´n nume´rica de (14) para dos solitones. Se estudian solitones definidos por N1 = 2, N2 = 3, x01(0) = v1(0) = v2(0) = 0
y x02(0) = pi. (a) Grafica de densidad de |Ψ(x, t)|2, las lı´neas determinan las trayectorias del centro de masa de cada solito´n. (b) Grafica







































































































































Figura 6. Velocidad promedio del centro de masa v¯CM de un sistema con dos solitones, el potencial se define por medio de V0 = 0.3, ω = 10,
φ = pi/2. (a) v¯CM en funcio´n de la amplitud N2 del segundo solito´n. Para´metros utilizados: N1 = 2, x01(0) = v1(0) = v2(0) = 0 y
x02(0) = pi. (b). v¯CM en funcio´n de la posicio´n inicial del primer solito´n x01(0). Para´metros: N1 = 2, N2 = 3, v1(0) = v2(0) = 0 y
x02(0) = pi.
oscilatoria y otra de manera balı´stica. Sin embargo, al tener en cuenta las interacciones la solucio´n resultante describe
un estado acoplado en el que los dos solitones se mueven en conjunto con un centro de masa que se desplaza de
forma balı´stica favoreciendo el transporte de materia.
Con el fin de estudiar el transporte de materia en estados acoplados se analiza la velocidad del centro de masa de















Esta cantidad es ana´loga a la velocidad promedio propuesta en la ecuacio´n (10).
En la figura 6 se presentan los resultados obtenidos para la velocidad promedio del centro de masa v¯CM de dos
solitones. Se resuelven nume´ricamente las ecuaciones de movimiento (14) y se calcula el valor dado por la expresio´n
(16), este procedimiento se repite para diferentes para´metros del sistema. En la figura 6(a) se presentan los resultados
obtenidos al variar la amplitud N2 del segundo solito´n manteniendo fijos los dema´s para´metros. Por otra parte en
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Figura 7. Solucio´n de la ecuacio´n (2) con un potencial trinquete obtenida mediante (15) y la solucio´n nume´rica de (14) para cuatro solitones,
n = 4. (a) Grafica de densidad de |Ψ(x, t)|2, las lı´neas determinan las trayectorias del centro de masa de cada solito´n. (b) Grafica tridimensional
de |Ψ(x, t)|2.
la figura 6(b) se grafican los valores de v¯CM variando u´nicamente la posicio´n inicial del primer solito´n. Se observa
como diferentes configuraciones del sistema de dos solitones conducen a diferentes formas de transporte asociadas
al cambio de masa o a las condiciones iniciales, el manejo apropiado de este tipo de condiciones sugiere mecanismos
para construir estados con una dina´mica conjunta de solitones y mecanismos de control de solitones por medio de
otros solitones en potenciales trinquete. Por ejemplo, en la figura 6(b) se observa como el cambio de la posicio´n
inicial x01(0) permite establecer un re´gimen balı´stico, de transporte nulo, incluso inversio´n del transporte de materia.
Con respecto a los estados acoplados, en los que se observa una dina´mica colectiva de solitones, se encuentra
que la dina´mica del conjunto tiene caracterı´sticas diferentes a las de los solitones individuales que lo conforman
tal como se observo´ en la figura 5. Este tipo de estados se han estudiado para otro tipo de potenciales y algunos
autores los denominan mole´culas solito´nicas [25,26]. En este contexto, los potenciales trinquete ofrecen un panorama
interesante para la construccio´n de este tipo de estados. En la figura 7 se presenta un estado acoplado con n = 4, las
lı´neas continuas muestran la trayectoria de cada uno de los cuatro solitones que forman este estado. Trabajo futuro
busca estudiar tanto nume´ricamente como por un tratamiento analı´tico este tipo de configuraciones multisolito´nicas
ası´ como la forma en que interactu´an en diferentes tipos de potenciales de la ecuacio´n de Gross-Pitaevskii.
4. Conclusiones y comentarios
En este trabajo se estudio´ la dina´mica de solitones de la ecuacio´n unidimensional de Gross-Pitaevskii con un
potencial trinquete. Se presento´ una revisio´n de los me´todos variacionales utilizados para analizar la dina´mica de
un solito´n y con la introduccio´n de un potencial de interaccio´n de solitones se extienden estas te´cnicas con el fin
de estudiar soluciones multisolito´nicas. Los resultados obtenidos por medio de los me´todos variacionales sugieren
que en los potenciales trinquete se pueden presentar estados acoplados en los que los solitones se mueven de forma
colectiva con nuevas caracterı´sticas tanto en el transporte de materia ası´ como en la manera en la que interactu´an
con otros solitones. Trabajo futuro busca analizar este tipo de configuraciones mediante otros me´todos.
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